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0. 概要
1. 統計力学模型と連続関数空間上の測度
1.1 平面上の統計力学模型の連続極限
[格子上の離散模型] [連続関数(曲線)空間上の測度]
ループ除去ランダムウォーク

(loop‐erased RW : LERW)
自己回避ウォーク

(self‐avoiding walk : SAW)
臨界浸透模型
(critical percolation model)
臨界 Ising模型
(critical Ising model)

1.2 共形不変性と領域Markov 性
共形共変性と共形不変性(conformal cov./inv.)

上の４つに共通
領域Markov 性(domain Markov property)

1.3 制限性と局所性
制限性(restriction property)
局所性(locality property)
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2. 確率解析と Bessel 過程

2.1 Brown運動, martingale, Ito の公式
2.2 d次元 Bessel 過程（BESd）の定義

2.3  BESdの次元性

3. Schramm-Loewner Evolution (SLE)
3.1 Riemann の写像定理について
3.2 複素上半平面内の曲線と共形変換
3.3 Loewnerの微分方程式
3.4 SLEκと BESd



4. SLEκと物理系との対応
4.1 Schramm のアイデア
共形不変性＋領域Markov 性

4.2 局所性と制限性
局所性
制限性

4.3 対応関係
SAW
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境界共形場理論
Virasoro代数の退化表現(中心元 c)

SLEκ
連続関数(曲線)空間上の測度

•平面上のフラクタル曲線の統計物理
LERW, SAW 

•平面上の平衡統計力学模型
浸透模型(percolation), 磁性体の模型(Ising model)

• ランダムなペアノ曲線と非平衡統計模型（自己組織化臨界現
雪崩模型(Abelian sandpile model)，森林火災模型

)40:SLE( ≤< κκ

)84:SLE( << κκ
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http://www.emis.math.ca/EMIS/mirror/IMU/medals/2006/ より転写
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81. 統計力学模型と連続関数空間上の測度
1.1 平面上の統計力学模型の連続極限
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平面上のRW   複素ブラウン運動(complex 連続極限
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ループ除去ランダムウォーク(loop‐erased RW: LERW) 13



ループ除去ランダムウォーク(loop‐erased RW: LERW) 14



ループ除去ランダムウォーク(loop‐erased RW: LERW) 15



ループ除去ランダムウォーク(loop‐erased RW: LERW) 16



ループ除去ランダムウォーク(loop‐erased RW: LERW) 17



18ループ除去ランダムウォーク(LERW)の連続極限



ループ除去ランダムウォーク(LERW)の連続極限 19



20自己回避ウォーク (self‐avoiding walk : SAW)

左図（a1）は n=200 ステップ，（a2） は n=800 ステップ



自己回避ウォーク (SAW) の連続極限 21



22臨界浸透模型
(critical percolation model)



浸透探索過程(percolation exploration process) 23



24浸透探索過程の連続極限

左図 (b1) は 35×35 三角格子上，

(b2) は 100 ×100 三角格子上



25臨界 Ising模型
(critical Ising model)



26
Ising界面(Ising Interface)
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1.2 共形不変性と領域Markov 性



28次の２つの変換性を持つことが期待される．

① 共形共変性と共形不変性
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② 領域Markov 性
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注：曲線の径数付けについて



1.3 制限性と局所性
制限性 (restriction property)
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1.3 制限性と局所性
③ 制限性 (restriction property)

33



34④ 局所性(locality property)



④ 局所性(locality property) 35
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２ 確率解析とベッセル過程
２.1 ブラウン運動, マルチンゲール, 伊藤の公式
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２.２ d次元ベッセル過程（BESd）の定義
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２.３ BESdの次元性 50
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付録A.1 マルチンゲールと超幾何方程式



61



62



63



64



65
３ Schramm‐Loewner発展（SLEκ）
３.1 Riemann の写像定理について
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71３.２ 複素上半平面内の曲線と共形変換
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３.３ Loewnerの微分方程式 82
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３.４ SLEκとBESd
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Oded Schramm (December 10, 1961 in Jerusalem, Israel 
– September 1, 2008, Washington State, USA) 

http://research.microsoft.com/~schramm/IMGP0845.JPG
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SLEκ曲線の 3相（3態)
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(c)

(b) の場合：γ(t)が実軸 R と接した瞬間に，斜線領域内の点はすべて同
時に呑み込まれて(swallowed)，γ（ｔ）とともに Utに写されてしまう．
(c) の場合：γには隙間はなく，実軸上の点 x1, x2, …は原点に近いもの
から順にUtに写されていく．
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0.1=κ

0.2=κ

Tom Kennedy’s Home Page http://math.arizona.edu/~tgk/ より転写
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0.3=κ

0.4=κ

Tom Kennedy’s Home Page http://math.arizona.edu/~tgk/ より転写
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0.5=κ

0.6=κ

Tom Kennedy’s Home Page http://math.arizona.edu/~tgk/ より転写
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0.7=κ

0.8=κ

Tom Kennedy’s Home Page http://math.arizona.edu/~tgk/ より転写



107４ SLEκと物理系との対応
４.1 Schramm のアイデア
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114４．２ 局所性と制限性

緑の領域が A
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④ 局所性(locality property)
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４．３ 対応関係
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◎今後の課題

[1] SLEκの基礎理論の整備
Ut=Bt → filtration, Bessel flow ⇔ SLEκ
可逆性，双対性，径数付けについて

[2] SLEκ曲線の研究とSLEκの拡張
SLE(κ，ρ), multiple SLE, ・・・

[3] 統計力学模型の連続極限（フラクタル曲線）の同定
SAW, Ising模型，Potts 模型，O(N) 模型，・・・
DLA, height models, Coulomb gas, ・・・
（なぜ, 特定のκの値が物理のモデルを実現するのか？
universality class の確率論的な意味づけ．)

[4] 共形場理論との対応
共形場（多点）相関関数⇔（多点）マルチンゲール
(Cardy’s formula, Schramm‐Zhou’s 2pt martingale)
ストレス・テンソルと CLE (conformal loop ensemble)
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