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Preliminaries

D := {z ∈ C : |z| < 1}
D∗ := bC − D
A = {f : f は D上正則，f(0) = 0, f ′(0) = 1}

=⇒ f ∈ Aは展開式 f(z) = z +
P∞

n=2 anzn を持つ

S = {f ∈ A : f は D 上単葉（１対１）}

.

Theorem (Koebeの 1/4定理)

.

.

.

. ..

.

.

任意の f ∈ S に対して，f(D)は原点中心，半径 1/4の円板を必ず含む．

このとき極値関数は Koebe関数

K(z) =
z

(1 − z)2
= z + 2z2 + 3z3 + · · ·

とその回転によって与えられる．実際，K(D) = C \ (−∞,−1/4]である．
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.

Theorem (Bieberbach, 1916)

.

.

.

. ..

.

.

f(z) = z +
P∞

n=2 anzn ∈ S に対して，|a2| ≤ 2．

さらに Bieberbachは同論文の脚注に次のように記す “Vielleicht ist

überhaupt kn = n.”;

.

Conjecture (Bieberbach, 1916)

.

.

.

. ..

.

.

f(z) = z +
P∞

n=2 anzn ∈ S に対して，|an| ≤ n．

n = 3, Loewner(1923)

n = 4, Garabedian and Schiffer(1955)

n = 6, Pederson(1968)，Ozawa(1969)

n = 5, Pederson and Schiffer(1972)

all n, de Branges(1985)
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Loewner’s Method

.

Theorem (Riemannの写像定理)

.

.

.

. ..

.

.

境界が２点以上からなる単連結領域 G, G′ ( C と任意の点 z0 ∈ G,

z′
0 ∈ G′ に対し，Gを G′ に写すような等角写像 f で f(z0) = z′

0,

f ′(z0) > 0を満たすようなものが一意に存在する．

.

Problem

.

.

.

. ..

.

.

S の全ての関数を記述する ∼= Cの全ての単連結領域を記述する

.

Theorem

.

.

.

. ..

.

.

S の Dを one-slit domainに写すような関数全体の集合は S 上広義一様
収束の位相で稠密である．

.

Problem (revisited)

.

.

.

. ..

.

.

S の全ての one-slit mapsを記述する
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t ∈ [0,∞)とする

Γ : C上の Jordan曲線，端点の一方は無限遠点に延びる．

Γを Γ(t) = Γ(t,∞)のように parametrizationすると，
0 ≤ s < t < ∞に対して Γ(s) ) Γ(t)．つまり時間 tの経過により
短くなるような曲線となる．

ft

Γ

Γt

Dを G(t) = C \Γ(t)に写すような等角写像 ft(z)が存在する．
さらに Γの適当な parametrizationを選ぶ事により，ft を
ft(z)=etz+a2(t)z

2 + · · · のような展開を持つようにできる．
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.

Theorem (Loewner, 1923)

.

.

.

. ..

.

.

f ∈ S を one-slit mapとする．そのときある [0,∞)上の実数値連続関数
Ut と S の関数 ft(z) = etz + a2(t)z

2 + · · · が存在し，全ての z ∈ Dと
ほとんどすべての t ∈ [0,∞)に対して次の微分方程式を満たす;

ḟt(z) = zf ′
t(z)

1 + eiUtz

1 − eiUtz
, f0(z) = f(z), (1)

ここで ḟt = ∂ft/∂t, f ′
t(z) = ∂ft/∂z である．

Remark : ḟt の存在性は ft の絶対連続性より従い，ft の絶対連続性は
f ′

t(0) = et より従う．

Loewnerはこの微分方程式を用い，Bieberbach予想の n = 3のケースを
肯定的に示した．
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n = 2のとき

• κ(t) := eiUt とおく．ft(z) = etz + a2(t)z
2 + · · · より

(

ḟt(z) = etz + ȧ2(t)z
2 + · · ·

f ′
t(z) = etz + 2a2z

2 + · · ·
,

1 + κ(t)z

1 − κ(t)z
= 1 + 2κ(t)z + · · · .

これより (1)の両辺の z2 の係数を比べると

ȧ2(t) = 2a2(t) + 2κ(t)et

が得られる．この微分方程式を解いて計算することにより

a2(t) = −2e2t

Z ∞

t

e−τκ(τ)dτ

が得られる．よって
|a2| = |a2(0)| ≤ 2

となる．
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Conformal Evolution

Dr = {z : |z| < r}とする．
ft(z) = f(z, t) = etz +

P∞
n=2 an(t)zn を D × [0,∞)上定義された

関数とする．

.

Definition

.

.

.

. ..

.

.

次の性質を満たすような ft(z)を Loewner chainという;

各々の t ∈ [0,∞)に対し，ft(z)/et ∈ S，
0 ≤ s < t < ∞に対し，fs(D) ( ft(D),

.

Lemma

.

.

.

. ..

.

.

ft(z):Loewner chainに対して，原点に関する核収束の意味で tn → t0
∈ [0,∞)のとき ftn(D)→ft0(D)，また tn→∞のとき ftn(D) → Cで
ある．
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.

Theorem (Pommerenke, 1965)

.

.

.

. ..

.

.

0 < r0 ≤ 1とし，f(z, t) = etz +
P∞

n=2 an(t)zn を D × [0,∞)上定義さ
れた関数とする. そのとき f(z, t)が Loewner chainであるための必要十
分条件は次の 2条件が満たされることである;

.

..
1 f(z, t)は各々の t ∈ [0,∞)に対して z ∈ Dr0 について解析的，各々
の z ∈ Dr0 に関して t ∈ [0,∞)について絶対連続であり，ある定数
K0 が存在して

|f(z, t)| ≤ K0e
t (z ∈ Dr0 , t ∈ [0,∞))

が成り立つ．

.

.

.

2 関数 p(z, t)が存在し，各々の t ∈ [0,∞)に関して z ∈ Dについて
解析的，各々の z ∈ Dに関して t ∈ [0,∞)上可測であり

Re p(z, t) > 0 (z ∈ D, t ∈ [0,∞)), p(0, 1) = 1

を満たし，

ḟ(z, t) = zf ′(z, t)p(z, t) (z ∈ Dr0 , a.e. t ∈ [0,∞)) (2)

が成立する．ここで ḟ = ∂f/∂t，f ′ = ∂f/∂z である．
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(2)を（Classical）Loewner equationと呼ぶ．

P = {p : pは D上解析的，p(0) = 1，Re p(z) > 0}

.

Theorem(Pommerenke, 1965)

.

.

.

. ..

.

.

p(z, t)を，各々の t ∈ [0,∞)に対して p ∈ P, tに関して可測な関数とす
る．そのとき各々の z ∈ Dと t ∈ [0,∞)に対して

dw

dt
= −wp(w, t) (a.e.t ∈ [s,∞)) (3)

は絶対連続解 w(t)で初期条件 w(s) = z を満たすようなものを一意に持
つ．この解を w(t) = φs,t(z)と記すことにすると，φs,t(z)は D上正則
単葉であり，

f(z, s) := lim
t→∞

etφs,t(z) (4)

が局所一様に存在して，さらにこれが (2)を満たす Loewner chainと
なっている．
逆に ft(z)を Loewner chainとし φs,t(z) := f−1

t (fs(z)) = es−tz + · · ·
と定義すると，これは [s,∞)上 a.e.に (3)を満たし，(4)が成り立つ．
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Applications to the theory of univalent functions

.

Example 01.

.

.

.

. ..

. .

K(z) =
z

(1 − z)2
が D上単葉かどうか調べる．

• Kt(z) =
etz

(1 − z)2
とおく．

=⇒

8

>

>

<

>

>

:

K̇t(z) =
etz

(1 − z)2

K′
t(z) = et 1 + z

(1 − z)3

=⇒ p(z, t) =
K̇t(z)

zK′
t(z)

=
1 − z

1 + z

よって Kt(z)は Loewner chainとなり，特に K0(z) = K(z)は単葉で
ある．
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.

Example 02.

.

.

.

. ..

.

.

単葉性判定条件を導き出す

f ∈ Aに対し，
ft(z) = f(z) + (et − 1)z

とおく．計算により

1

p(z, t)
=

zf ′
t(z)

ḟt(z)
=

z(f ′(z) + (et − 1))

etz

=
1

et
f ′(z) +

„

1 − 1

et

«

となる．つまり f ′(z)の実部が正であれば ft(z)は Loewner chainとな
り，特に f0(z) = f(z)は単葉となる．

.

Theorem (能代-Warschawskiの定理)

.

.

.

. ..

.

.

f ∈ Aが全ての z ∈ Dに対し Re f ′(z) > 0 を満たすとき，f は D上単
葉である．
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.

Example 03.

.

.

.

. ..

.

.

単葉関数族 S の古典的な部分族と結びつける

.

Definition

.

.

.

. ..

. .

f ∈ S に対し，その像領域が凸領域であるようなもの全体を Kで記す．
また，像領域が原点に関する星状領域，つまり領域内の任意の点と原点
とを結ぶ線分がその領域に完全に含まれるような領域であるようなもの
全体を S∗ で記す．

凸領域 星状領域
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.

Theorem

.

.

.

. ..

.

.

f ∈ Kであるための必要十分条件は

Re



1 +
zf ′′(z)

f ′(z)

ff

> 0 (z ∈ D)

である．

f ∈ S に対し
ft(z) = f(z) + (et − 1)zf ′(z)

とおくと
(

ḟt(z) = etzf ′(z)

f ′
t(z) = f ′(z) + (et − 1)(f ′(z) + zf ′′(z))

であるので，

1

p(z, t)
=

zf ′
t(z)

ḟt(z)
=

1

et
+

„

1 − 1

et

« „

1 +
zf ′′(z)

f ′(z)

«

となる．
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.

Theorem

.

.

.

. ..

.

.

f ∈ S∗ であるための必要十分条件は

Re
zf ′(z)

f(z)
> 0 (z ∈ D)

である．

f ∈ Aに対し
ft(z) = etf(z)

とおくと
1

p(z, t)
=

zf ′
t(z)

ḟt(z)
=

zf ′(z)

f(z)

となる．よって星状関数は単葉であることがわかる．
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