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1 問題設定

open Riemann面 S0, Sn (n = 1, 2, . . . )および擬等角写像ϕn : S0 → Snが与え
られ，さらに ϕnのmaximal dilatation Kn = K(ϕn)(≥ 1)が limn→∞ Kn = 1
を満たしているとする．このとき次のような問題を考える．

Question： Sn上の等角不変量はどのような挙動をするか？

本講演では調和函数，とくにDirichlet問題の解の動きについて考える．
一般に擬等角写像 ϕ : S → S ′は S, S ′上のDirichlet函数の空間（あるい

は Sobolev空間）D(S), D(S ′)の間のノルムがK(ϕ)以下の同型写像ϕ#を導
く．ただし，v ∈ D(S)に対して

ϕ#(v) = v ◦ ϕ−1 ∈ D(S ′)

と定める．S上のDirichlet積分有限な調和函数の空間HD(S) ⊂ D(S)に属
する函数 uを考え，ϕ#(u)に対してRoyden分解

ϕ#(u) = uϕ + v0,ϕ

を行う．ここに uϕ ∈ HD(S ′)で v0,ϕは S ′のDirichlet potentialである．この
ように u ∈ HD(S)に uϕ ∈ HD(S ′)を対応させる写像を Pϕと書くことにす
る．Pϕ : HD(S) → HD(S ′)は連続線型同型である．Pϕ(u)は S ′の Royden
コンパクト化において ϕより induceされた境界値写像によるDirichlet問題
の解の変形と見なせる．我々は最初に挙げた状況において Pn(u) := Pϕn(u)
の挙動を問題にする．また同様の観点から，S0, Snが境界付きRiemann面で
あるとき，∂S0上の連続函数 f に対して，f を境界値にもつ S0上のDirichlet
問題の解HS0

f と f ◦ϕ−1
n を境界値にもつ Sn上のDirichlet問題の解HSn

f◦ϕ−1
n
の

比較を問題にする．
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2 一様収束性

定理 2.1 §1の仮定のもとで，任意の u ∈ HD(S0)に対して {Pn(u) ◦ ϕn}∞n=1

は uに S0上広義一様収束する．

定理 2.2 S0, Snを compact bordered Riemann面とする．このとき，§1の仮
定のもとで ∂S0上の任意の連続函数 f に対して，{HSn

f◦ϕ−1
n
◦ϕn}∞n=1はHS0

f に
S0上一様収束する．

S0が（したがって Snも）parabolic end(s)であるとき，双対境界 ∂S0上
の任意の連続函数 f に対して，一般化されたDirichlet問題の解HS0

f が f に
より一意的に定義される．擬等角写像 ϕn : S0 → Snは ∂S0から ∂Snの上へ
の同相写像を与えるとみなせるから，HSn

f◦ϕ−1
n
も同様に定義される．このとき

次のことが成り立つ．

定理 2.3 上の仮定のもとで ∂S0上の任意の連続函数 f に対して，{HSn

f◦ϕ−1
n
◦

ϕn}∞n=1はHS0
f に S0上理想境界の任意の近傍を除き一様収束する．また，S0

が Heins endでその調和次元が 1であるとき，この収束は S0全体で一様で
ある．

また，S0がnodesをもった境界付き有限型Riemann面で，{Sn}がS0への
「退化族」である場合も同様の問題を考える．S0を（有限個の）nodesを持っ
た有限型Riemann面とする．S0の nodes全体の集合をN(S0)と書く．Triple
{Sn, ϕn, S0}が以下の条件を満たすとき，これを退化族という．

1. Snは通常の compact bordered Riemann面で，ϕnは Snから S0への全
射連続写像である．

2. N(S0)の任意の点pに対してϕ−1
n (p)はSn上の非自明な単純閉曲線αn(p)

である．

3. 任意の ε > 0に対してN(S0)の近傍Uεと自然数n0が存在して，n ≥ n0

ならば，ϕ−1
n |S0\Uε は (1 + ε)-qcになる．

S0 \N(S0)の連結成分をS0の partという．S0の partでその境界にS0の境界
成分曲線を含むものをbordered partといい，そうでないものをnon-bordered
partという．Sb

0を S0の bordered partとしたとき，∂S0上の任意の連続函数
fを ∂Sb

0に制限することによってSb
0上境界値 fを持つDirichlet問題の解 uSb

0

を得る．ただし，uSb
0
は nodesの近傍では有界になるようにとっておく．S0
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の各 bordered partでこのような函数を作り，non-bordered partでは０と定
義した S0上の調和函数をHS0

f とする．
さて，退化族 {Sn, ϕn, S0}が与えられているとき，ϕn : Sn → S0は ∂Sn

から ∂S0への同相写像を与える．したがって，∂S0上の連続函数 f に対して
f ◦ ϕは ∂Sn上の連続函数になり，そのDirichlet解HSn

f◦ϕn
を考えることが出

来る．このとき，以下のことが成り立つ．

定理 2.4 U を S0におけるN(S0)の近傍としたとき，各 bordered part Sb
0に

対して {HSn
f◦ϕn

◦ ϕ−1
n }は Sb

0 \ U 上HS0
f に一様収束する．

注意 2.1 non-bordered partでは（収束も含め）一般に何も結論できない．ま
た，上の主張で Sb

0上一様収束させることは，一般に出来ない

3 可微分性

S0を compact bordered Riemann面または parabolic endとし，µを S0上の
Beltrami微分とする．t ∈ [−1, 1]に対して tµが定める擬等角写像をϕt : S0 →
Stとする．このとき次のことが成立する．

定理 3.1 µの台が ∂S0の点を含まないとき，任意の p ∈ S0および ∂S0上の
任意の連続函数 f に対して，tの函数と見て，HSt

f◦ϕ−1
t

◦ ϕt(p)は tの関数とし

てC1級である．
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